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Uber verschiedene Konstruktionen zur Ubertragung 
von Figuren von einer gegebenen Oberfläche auf 
eine andere. 


Die Aufgabe, Figuren von der Erdoberfläche auf eine Ebene zu übertragen, also 
das Problem der Kartenzeichnung, soll in folgendem auf die Weise gelöst werden, dass 
man von dem einfachsten Falle, nämlich der Üebertragung von Ebene auf Ebene, aus- 
gehend, einfache Formeln für die drei gebräuchlichsten Arten der Kar tenzeichnung gewinnt, 
aus denen dann unmittelbar die Formeln für die Üebertragung von Kugelober fläche und 
Rotationselipsoid folgen. Aus der Diskussion dieser Formeln sollen möglichst einfache 
Konstructionen hergeleitet werden. 

Die Übertragung von Punkten und Linien der gegebenen Oberfläche auf die Karten- 
ebene wird derart ausgeführt, dass man über diese Oberfläche zwei Systeme von sich recht- 
winklig schneidenden Kurven legt und dieses Netz auf die Kartenebene überträgt, so dass 
jeder dieser Kurven eine Kurve auf der Karte entspricht und jeder Punkt der gegebenen 
Oberfläche auf der Ebene als der Durchschnittspunkt der Kurven dargestellt wird, welche 
den beiden Kurven, die auf der gegebenen Oberfläche durch den Punkt gehen, entsprechen. 
Die verschiedenen Arten der Kartenzeichnung ergeben sich daraus, dass entweder die Erd- 
oberfläche auf die Ebene der Karte projiciert w ird und man dann auf dieser zwei Systeme 
von Kreisen, oder ein System von Kreisen und ein System von graden Linien (Polar- 
projection) erhält, oder dass die Kurven der Erdoberfläche durch zwei Systeme grader 
Linien dargestellt werden. 

Da nun die Figuren der Erde möglichst getreu abgebildet werden sollen, genau 
ähnliche Darstellung aber nur immer für einen bestimmten Ort der Erdoberfläche möglich 
ist, so wird die Ähnlichkeit, wenn sie auch immer in den kleinsten Teilen vorhanden 
sein wird, im grossen um so geringer sein, je weiter die betreffenden Orte vom Karten- 
mittelpunkte entfernt sind. Bezeichnet man die Koordinaten der gegebenen Oberfläche mit 


x z, die der zweiten Oberfläche mit X Y Z, so wird, damit die Bogenelemente auf 


beiden Oberflächen einander ähnlich sind, die Gleichung stattfinden müssen: 
dX? + d Y? + dZ? = p? (dx? + dy? + dz?) SL) 
oder dS? = p?ds? 
worin der Factor p, welchen man den Kartenmodul nennt, im allgemeinen keine konstante 
Grösse ist, sondern eine Funktion von xyz, so dass das Verhältnis der Bogenelemente 
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sich mit denselben Veränderlichen ändert. Am besten wird die Karte den Teil der Ober- 
fläche darstellen, für welchen der Kartenmodul konstant ist, für welchen also die Ver- 
änderung von p gleich Null wird. 


Wenn nun statt dieser Raumkoordinaten auf jeder Oberfläche zwei sich recht- 
winklig schneidende Kurven als Koordinaten eingeführt werden, so dass die Lage jedes 
Punktes durch seine Abstände von denselben bestimmt wird, und wenn für diese Kurven 
die Koordinaten eines Punktes auf der gegebenen Oberfläche mit t und m und auf der 


Bildoberfläche mit T und U bezeichnet werden, so sind dieselben Funktionen von x y z 3 
resp. X Y Z und umgekehrt sind x y und z Funktionen von t u, wie auch X Y und Z 
Funktionen von T U und man setzt: 
> x — fh (bu) y = 19 (iu) z = f (tu) 
Nei BEN AENA A U) 
und es ist: 
" dí (tu) df (tu) 
dx == at dt + - a” du 
di (tu) df (tu) 
Gls oS a a dt + ae du 
dz = dfs (tu) dt dh Ae lu 
dt du 
Ss AB TU) dF,(TU) ‚,- 
WAS iF aT + dU aU 
> = OFS (TU) m AR. (TU) ,.. 
Ra IT dT + du dU f 
u. CTO a Oe CU) ee 
dZ = ar d I + “< d U d U 
führt man der Kürze halber ein: 
dí (tu) _ , debi km) y 
i Be ei (u) 


und dieselben Zeichen für die anderen Differentialquotienten, so wird aus der Difterential- 
gleichung (1): 


[F4 (DAT + E! (U) AU] + [E (Ba T + F% (0) AU) + [F's (T) dT +, F's (U) dU]?= 
p? Im dt + fh (u) dul’ [f2 (t) dt + f' m) duļ’- [f's (t) dt + f’ (u) d u] 
aufgelöst und nach Potenzen von dT, dU, dt und du geordnet: 
[E^ (T)?4 F’ (T)?+ F's (D)*] AT°®+ 2 [F' (T). F (U) + E (TD). E (U) 
+ F's (T). F's (U)|AT. dU +(F (U)*+ Fr (U)*+ F's (0)?] dU? = 


p? lim (t)? + fo (t)?+ £ (t)?] at? + 2 [fr (t). fh (0) + f'a (t) f'a (0) > 
+f';(t). f's (u)] dt. du + [f (u)? + fr (u)? + fh (u)?] du? | 


da nun T und U von t und u abhängig, also jede eine Funktion von tu sein muss, so ist: 


d T d U d U dU 


E ee PY pd pe hE 
d di dt + aa du und dl dt dt + Ši du 


setzt man: F’, (T)? + F2 (T)? + Fh (WW = A 
F', (T). F4 (U) + F's (T). F's (U) + F's (T). Fr (U) = B 
F, (U)? + E (U)? + Fs (U)? = C 

und die entsprechenden Ausdrücke für t und u =ʻa b e. so ist: 


aT aur aT dT 2 
> & [€ d t) mne s (arit * du q Den du) | 


aT du d T Al aT dU A a 
+2 JE dt. dt dt + art du “au >and" at d+ (tag an] 


pau dl l 
+ f(y dt) + 2 (Eat du) + (Lan) | 


= | a dt? + 2b dt. du + du? 


da diese Gleichung für alle Werte von dt und du also auch fiir dt=v und dn=o gelten 
muss, so ergiebt sich, dass die Koefficienten der gleichen Potenzen der Differentiale dt 
und du einander gleich sein miissen, also: 


BG) aero (T) = ra 


(69) G2) +e 100 GL) + GD GOT + GG) GD) = o) o 


e d Ty? dT, ¡dU dU ‘ 
3 9 R aii atin 
AG) +2 B (Ta) (in) HC (e) PE 
Es sind also drei Gleichungen mit den drei unbekannten Funktionen p, T und U 
vorhanden, aus deren Lösung man die nötigen Relationen erhalten kann, um eine Figur 
von irgend einer Oberfläche auf eine beliebige andere zu übertragen. 
Wenn beide Oberflächen Ebenen sind, so ist: 
A AN A en O 
Ai ye ae und 
_d F, dE, 
dl = 1, F’ = == 0 
rt) mu QU) dt 
d F: dF, 
E” m == A pr [ = 1 
(1) IT 0 a (U) di 
FP" (T) =-F% (U) = 0 
d fı d fi 
ho = == fa (u all, 
1 © dt ga du 
df: df 
> f!, (t) = dt — ft fa (u) re 1 


i (i) Sea ps 


also dX = dT dY dU dZ= 0 


dx — dt dy du dz 0 
und Gleichung (1) geht über die Gleichung 
dT? + dU? = p? (dt? + du?) (3) 


sha 


und da, wie ersichtlich ist, 


A=1 B=0 C=1 
a = 1 b= 0 c=1 
so gehen die drei Differentialgleichungen (2) über in die Gleichungen 
(> dU (a) 
(a y an eS = 
(at) (a dU, /dU (8) 
(it -) () ax Ca) di) = | (4) 
dr dU\2 _ (y) 
Gr i u = ) = p* i U 


Wird die Gleichung (4) mit = und (8) mit 5 multipliciert, so ist 


dT \? dU dUy? du >» aU 
Gin +). er 


du du du 
AT dT dU nij dg =. 
, t du $ TA 
df du mr . (ar S oda und die Differenz 
dT dr dU dT dU = «9 40 
dt E du — du dt yA u du 
und bezeichnen wir die Determinante, welche in der Klammer steht, mit A, so ist: 
AT p? dU (5) 
di" A du 
( rm s d” h e s 
Gleichung (y) mit di und (8) mit In multipliciert und abgezogen, giebt: 
dI? dT duy* AP. at 
ee) dt Li Ga) dt a u dt 
(any gl y AU a ar __ 
du dt "dt dada = 
dU pau av au dT] _ ¿dr 
du fdu du dt du N dt 
dU p? AT (6) 
au "TA rdt 
BAUR ss ayn OE dina : 
Gleichung (a) mit an’ (8) mit dí multipliciert und abgezogen, giebt 
= dT /dUy2 dT T. 40v 
(at y du Pig ) du’ "= p du 
ATA? AT dU dU dT q 
ma ~ — = ( 
(ar ) du £ dt du dt 
du T au ar _ dU pam ‘|= 2 aT 
at Hair du du dt I du 
as 2 p? dr de 
gra? A du (7) 


| 
| 
| 


— 


— m — 


Gleichung (y) mit = und (8) mit : 


U ETE i 
: multipliciert und abgezogen, giebt 


it h 
dT\2 aU dUy? dU _ y aU 
Go «a TG a Ya 
dT dT dU dUy? dU __ 
g aa ae re 
s o re 
du du dt dt du =; dt 
al p? dU (8) 
du A dt 
Das Produkt sowohl aus (5) und (6), wie aus (7) und (8) ergiebt 
4 2 
fa = 1, also E = +1 und wählt man das Zeichen +, so ist 
U: dasa U zra g (9) 
dt du dt du 
dT dT 
Da nun AUS de dt + a du 
dU du 
und (Of — a dt + a du 


so ist, wenn die Werte aus Gleichungen (9) eingesetzt werden: 
dT = Od — Qdu 
dU = 2dt + O du 
wird die zweite Gleichung mit 2 multipliciert und zur ersten addiert, so ist: 
dT + 4dU = Odt — Qdu + 22dt + 20 du 
dT +2dU = (0 + 22) dt + (20 — 2) du 
Die rechte Seite soll in Faktoren zerlegt werden und sei 
= (© + LO) (dt -+ 1du) 
so lassen sich A, Lund 1 dadurch bestimmen, dass die beiden Formen der rechten Seite 
identisch werden müssen, es ist also 
0 dt — Qdu + 22dt + 20 du = Odt + LI2du + LQdt + 10 du 
es muss also sein: 
== 1 28) l=A 
also Az? = — 1 A Met -L=] 
und es ist 
aT + idU = (0 + iQ) (dt + idn) 
aT — idU = (© — iQ) (dt — idu) 


Da die linken Seiten der Gleichungen Differentiale von T + iU resp. von T — iU 
sind, so muss sein 


(10) 


O + 12 = f (t + in) 
O — iQ =4' (t — in) 


dann ist 
T + iU =f (t + iu) 
T — iU = p(t — iu) 
wo f und ọ beliebige Funktionen sind; Es ist daher 
p= arm rm 
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> 
pa t+ i0 — o (t— iv (11) 
A our 
p = Vf (t + iu). 9’ (t — in) 
da das Produkt der beiden Gleichungen (10) ergiebt 
dT? + dU? = (0 + i) (0 — 12) (dt? + + SH) 
also p? = (© + iQ) (0 — iQ) = f (t + iu) ọ' (t — iu). 
Es liegt nun sehr nahe, das Netz auf der gegebenen Oberfläche aus građen 
Linien zu zeichnen, welche den Koordinatenaxen parallel sind, von denen die der t Axe 
parallelen durch die Gleichung u = Konst. und die der u Axe parallelen durch t = Konst. 
bestimmt sind. Diesen parallelen "Linien sollen in der Bildebene Kurven entsprechen. 
Die Koordinaten der Bildebene waren T und U, also lautet die Gleichung für den 
Krümmungshalbmesser irgend einer Kurve 
re (AT? + dU?)%/2 
= dT.d?U — dU.d?T 
Es ist: dT? + dU? = (aT + idU) (dT — idU) = d (T + iU). d (T — iU) 
= + iU) a =) De (EE 3011. — 10) 
še 21 
: T + iv) — = 
aT = um ++ am - - 10% . qu = LA a a iU) 
2 (T T 2 — 2 ad 1 1 
ar = Ë (T $i) +0 Cr =-10) au = Ë (T + iU) (T— iU) 
also: 
2 TI g y = Az ee m J 
AT. @U = d? (T + 10). d (T + iU) = d? (E —10) 4 (40) 
d? (T — iU)). d(T + iU) — d? (T + iU) d (T — iU) 
4i 
— av. dT = — a? (T +10). d (T + ze KE =30)d (E —W) 
d* (T — iU) d (T + iU) — d? (T + 10) d (T — 10) 
ds E 41 
> 
also: 
2 (T — E — de (T J). '— 
AT. BU — dU. deT = O OF) = (T +10). d(l 1U) 
und 2i [d(T +10). d (T —iU)]! 


R=F 


di (T — iU). d(T + iU) — a? (T + iv). d (T — iU) 


aus den Gleichungen (11) folgt 
d (T + iU) = f' (t + iu) (dt + idu) 
ad (T — iU) = g' (t — iu) (dt — idu) 
de (T + iU) = f” (t + iu) (dt + idu)? 
d? (T — iU) = p” (t — in) (dt — idu)? 
also: 
21 pe (t + iu) p’ (t — idu). d (t + iu). d (t — iu) |" 


R=+ y” (t—iu) f'(t-+Hiu) (dt—idu)? (dt+idu) — f" (tin) rin dt—idu) 


Den Kriimmungshalbmesser r der Kurven, welche den Parallelen zur u Axe ent- 
sprechen, erhalten wir, wenn wir t gleich der Konstante t, setzen, und den Krümmungs- 
halbmesser o der Kurven, welche den Parallelen zur t Axe entsprechen, wenn wir u gleich 
der Konstante u, setzen, woselbst tı und u, alle Wit te der Reihe nach annehmen können, 
nur sind dt; und du = o und es ist 


[f (t + iu) o He — iu) (du)? a 


id [p” (tı — in) f (tı ae in) er’ (ta + iu) (p' (ti — iu) (idu)? 
vr De EN EA 

[o "(ty — if (tr + iu) +1£" (tr + in) o (ti — iu)] (— i (uy?) 
m [£ (ti + iu). 9 (ti — iu) | 


as p” (tı — m). f(t. + iu) Hk + iu). ot — in) (13) 
Si lr (t + im). p' | t= im) |" la (do? oi 


[p" (t — iu) f' (t + iu) — f" (t + im) p(t — iu)] (dt)? 
[f (t + im). 9° (t — im) | 


© 
I 

+ 
t 


o= F 2i 
RAT TH e (t + im) p(t — iu) (14) 
1 
Setzt man P(e mg € 
( ) V f' (t + iu) p” (t — iu) (15) 
differentiert diese Gleichung nach t und setzt nach der Differentiation t-= tı, so ist: 
day F (tu) a m (ti + she p” (tı — iu) + g (t: — iu) f" (ti + iu) 
dt (t=t) — 2 [f (1 + iu). 9! (ti — in)]* (16) 


und differentiert man die Gleichung (15) nach u uud setzt nach der Differentiation u = u, 
so ist: 


uaF (tu). ee f' (t + ius) o" (t — iu) + o” (t — im) f ' (t + iu) 
du (u=u) — 2 [£ (t + im). o't — im VE EA 
de (tu) _ f' (t + ius) p” (t — iu) — 9! (t — im) f” (t + iu,) 
dua=u) 2i [f t+ im). o'@—in)fe (17) 
Aus den Gleichungen (13) und (17) ergiebt sich 
EEE ER.) (18) 


ea dt (t= = tı) 


es BY d Y (tu) 


Kor ui, (19) 
Sollen- die Kurven in der Bildebene gerade Linien werden, so muss 
1 1 : Y (ti d ¥ (tu 
— =o und — = o sein, also’ TEU = = 0 (ey = 0; 
r o dt (t= t,) duju=u,) — 
es müssen daher die Zähler dieser Differentialquotienten = o werden: > 
f' (t, + iu) p” (t, — iu) + ọ' (t, — iu) f” (t, + iu) = o 
f (t +-iu,) p” (t — iu) — p' (t — iu) f” (t + iu) = 0 
und f" (tiu _ pl — in) 
f' (t, ++ in) — p' (t, —iu) 
f (ttiu) _ ENE 
f, (t+ in) g’ (t—iu) 
da t, und u, der Reihe nach alle Werte annehmen können, also auch die Werte t und u, 
so folgt aus diesen Gleichungen: 
ie y t = u 
(t +1m =0 und © 43 | — 
* (t+ iu) g“ (t— iu) 
und hieraus: “ ee (t + iu) = o und o" (t — iu) = o; 
daher f’(t+iu) =C und g'(t—iu)=C, y 
f (t+i9=C(t4+ 59 +C = T+iU 
p(t — in) =C, (t— iu) + C”, = TiU 
und es ist daher: 
sa C+C, C—C,. Cc'+C, 
p== SEN + s iw + 3 
nn C=C OC C=C; 
iv = E t +- = iu — 
2 2 
Um die Konstanten zu bestimmen, kann man die Šoša aufstellen, dass der 
tAxe die T Axe und der u Axe die U Axe entspreche und für t=o auch T = ov, für 
u=o auch U = 0 werde, woraus sich dann ergiebt © — C, = o, also C= C,, ferner 
C'+C,=0 und C’— C, =o d. h. C' =0 und C', =0 und es ist dann 
== UL 
r= On 
p=6 
woselbst C eine beliebige Konstante ist, oder man führt andere Konstante ein, indem 
man der Forderung genügt, dass T und U reelle Funktionen sein sollen und deshalb 
C C'— C' Ais: bo Le E 5 
An - und —=— rein immaginár sein miissen. Man erreicht dieses dadurch, dass 
. al t Vv u i 
' EA van. WED A o Tee 
man G—e ‚G=e : S NE 5 = iN setzt, wodurch > 
’+C' x OO e - A ; 2 
< sk =e ~ cosa — = eři sin 2 wird, wodurch die Gleichungen sich 
ergeben 


T — M = e* (tcos 2 — usin 2) 
U — N = ež (tsin2 + ucos 2) 


9 


da t cos 2—u sin 2 und t sin 2 +u cos A, die Koordinaten eines Punktes sind, bezogen 
auf ein Koordinatensystem, welches aus dem ursprünglich angenommenen durch Drehung 
um den Winkel % entstanden ist und die Konstanten M und N die Bedeutung haben, dass 
ein neues Koordinatensystem den Anfangspunkt mit den Koordinaten M und M hat, da es 
ferner ganz gleichgültig ist, in welcher Lage und an welche Stelle man das Koordinaten- 
system legt, so kann man auch 2=0 und M ==0, N=o setzen, und erhält, indem man 
für e* die beliebige Konstante K setzt 


T= Kt | 
U = Ku (1) 
p=K j 


Es ist hier K konstant, also auch p konstant und die Karte iiberall gleich tren, 
die Figuren der gegebenen Oberfläche sind überall vollständig ähnlich übertragen und das 
Netz in der Bildebene besteht aus Linien, welche der T- und U Axe parallel sind und die 
Abstände der parallelen Linien in der TU Ebene verhalten sich zu denen der entsprechenden 
Parallelen in der tu Ebene, wie K:1. 


Die Kurven in der Bildebene sollen 2 Systeme von Kreisen werden, so müssen 
die Krümmungshalbmesser konstant sein. 
Da für r nach Gleichung (13) die Variable u und für p nach Gleichung (14) die 
Variable t war, so wird sein müssen: 
dr d 
- =o ud 
du dt 
Nun war nach Gleichungen (18) und (19), indem nur das obere Zeichen ge- 
nommen wird 


= 0 


ar (tu) _ 1 a A 1 
dt (t= ti) — "dua=u) g 
oder, da tı und u, alle Werte, also auch t und u, annehmen können: 
ip t ap K 
da Y ( u) po 4 = dE (tu) = 1 
dt r du 0 


und es geben beide Gleichungen die Bedingung 
d? ¥ (tu) 
— - == 0, 
dt. du 
wobei es gleich ist, ob zuerst nach t oder nach u differentiiert wird. 


Es sei 1 1 
= SSS i= = 
V f' (t + iu) Vo' (t — iu) 
so ist sE (tu) = Y.Z 
dE (tu) d ¥ (tu) 
und = yz +2'y - — == ] (y'z — z'y 
dt YE] 29 du 117227) 
und die eine sowohl, wie die andere Gleichung, ergiebt: 


q? Y (tu) 


i (yz a yz! ao ally + z'y') 


dt du 
i OE OL A me 
Sean +. say) 
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und da dieser Differentialquotient Null werden soll, wird sein 
-t ” 
Z 


y"z=z"y md > = = 
y Z 


+t i" 
Da — nur von t -+ iu eine Funktion ist, wie eine von t— iu, so kann die 
y Z 


Gleichung nur dann identisch erfüllt werden, wenn jeder dieser beiden Quotienten gleich 


derselben Konstanten wird; dieselbe sei e? so ist: 7 
d’y 27 ' 
yo — = 3 == miz! => E u TZ 
(d (t+ im) (d (t—in)) 
Die Difterentialgleichung = = c?y lässt sich integrieren und giebt 
y= Ce CX + Cie — Cx 
Es wird also sein: 
1 > i — (€ (t+ in) UR 
A i SE Ce © (t + iu) a e (t + in) (20) 
V f' (t + in) 
EN =e eos’ (t — in) tg S (t — iu) (21) 
V p' = iu) 
aus Gleichung (20) folgt: 
Pt 4+- in) = == 1 ae 
[cet (t + iu) ue ae c (t+ in) ii 4 
- d (t+ iu 
f (t + in) = f- NEET ( i = men, 
ig al Lo A 
? : .„  —2(t+1 : 
Erweitert man diesen Bruch mit e 6 (67 sui so ist 
— 26 (t -+ iu) 
; : e 
t (t + 11) =f —— — =o TO 
A 
O A i : Zo 1 x 
setzt man e ~“ URW v, so ist du = — 2ce ~~ Loa . d (t + iu) und 
: A 1 f du 1 1 
f(t u = — A r RNA e 
ta So A > (22) 
— Or ft 
und wenn man mit Gleichung (21) ebenso verfährt und e An? =v! setzt, so erhält 
. 1 1 » 
man: p (t— iu) = - a" ap y (25 
M: eo, rov i A 


2c (t + iu) 2c (t — iu) 


und e 


Erweitert man jedoch die betreffenden Brüche mit e 
2c (t +1 o (t—i : 2c (t + iu a 
itr We w,e 20:(4 — 40) = wt, so wird, da dw = 2ce (t-tin) d (t +iu) 


lr dw 1 1 i 
= wto x Ow+G, 


und setzt e 


+ Us (24) 
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dw’ 1 1 


O 


lp 4 
sol, +65 (25) 

Führt man nun wieder für v und w die ursprünglichen Werte ein und für f(t- iu) 
e(t+iu) 


p (t — in) = 


= T+iU und o (t— iu) = T — iU, so wird, wenn man die 2ten Brüche m-t e 
—c¢ (t + iu) 


resp. e erweitert: 
aus Gleichung (22) E 1 e(t + iu) a 
WS Oe“ (t + iu) = fies (t + iu) pa Os 
aus (24) en 1 a c(t + iu) aa 
= Sa 3 SEE ==: e mrki f 
2c ( Ge‘ tt -+ iu) 4. Cie c (t + iu) 
aus (23) 1 e? (t —in) 
P—vl=-—— ——— --— > Nan O 
Il 200 C'e? (t — iu) jE Oka“ (t — iu) TOs ) 
aus (25) ee m aes Sian y > Zn a) 
l NAS 6(t—iu) , ,, —c(t—iu) a. 
Cle +e 


Diese Gleichungen lassen sich nun auf verschiedene Weise kombinieren, um T und U 


zu erhalten; der Nenner hat jedesmal denselben Wert 


"= (ce (t + in) EN Ranch; (t-i) (cee (t — iu) PA (t— iu)) 


schreibt man nun noch jedesmal die Faktoren C, © 0% ©’ der ersten Nenner, 


| 1 1 


in die Zähler, so geben (a) und (y) 


O 80%: Y 
Gy 2 et C';  2ciu (3 2 et C, — 2c iu 
‘ 4 e + C EG sla (oun e + O, 
9T = 1 C, rike e le zeti. si 
=P E N 
© d 
+1 De sU Det 1 Je 1 = Sas (26) 
G 2ct E ciu O 2 et Ci ciu 
- e - = e e 
\ 1 MU Vv 
2iU = 1 L, Gr == Ch U ee RA 
dati 2 N 
(a) und (0) geben: 
Y. Ze O” ciu y Dein Cr — 2 et 
1 © ae C E? 
9 T > a Mt EN vi : ER a J 
26 N 
Œ Qet Ch 2ei 1 Dn; 1 De (27) 
C" 2 34  2ciu y 2eiu Cy — 2et 
1 6 go Fa “Por e 
2iU =- pudo A 2 E A 
O N 


(8) und (y) geben: 


O — 2ciu O. . —24, 0 2ct CG — 2eiu 
NS 2 0, hie ond + u, e V 
m e RO O C 01 0, 
A: u Ni 
28 
Je — 2ein Ca -2d C 2ct Cı _—2ciu (28) 
Ere: — e ——e Ne 
sig =. C C ” Ci 
zada 26 N 
(8) und (6) geben: 
BU — De iu O”  —2ct y 2e iu CG — det 
—— e — — e ——e pus O 
qa Ü C C (67 
2T = —. E = — z : 
26 N 
29) 
CG — 2ciu O”, — 2et O 2c iu G .—2et 
{ ram De e SN E e -F Cr > (Y o 
21U = —. E en 
% N 
> 1 
Da Y (n) s M — war, so ergeben die Gleichungen (20) und (21) 


VAS s +10) .9 "4 — iu) 


N ci — 2ct 
¥ (tu) =00'e*% y Cote ŽU oc oe 4 oe una 


AP (tu) 9 = 1 
re 2ct a — 400,1 — 9 
AUS 2 [cce . MOV > ] = — 7 (30) 
AP (tu) 9.1 ass 1 
= Bat: | elle a 
du m=u,) = 241 [ Cie '—C,C’e | = (31) 


Da die Kreise reell sein sollen, so müssen die Radien und ihre Differentialquotienten 
jeden Grades reell sein; wird Gleichung e mehrmals differentiiert, so ist 


Y (tu) 


5 c ar. 20h, 
de (t=t,) — 4 Tote € 4 +04 ¡e ] 
d? ¥ (tu) ; 9 9 TF (tu) 
— = 809 | ame ct in — ¿ct — 4e? - Se 
dt) ~ * [core?*_ acre ‘| = est) 
CF (tu) 


Da - dt Cc t) reell ist, muss auch c? reell, also e entweder reell, oder rein 
imaginär sein. Da die Werte für T reell, die für iU rein imaginär sein müssen und alle 
denselben Nenner haben, so wird man bestimmen können, dass der Nenner reell ist, woraus 
dann folgt, dass der Zähler für T reell und der für U rein imaginär wird. Der Nenner 
jedes Bruches ist 26.N, wo N denselben Wert hat wie % (tu); dieser sowohl, wie c 
sollen reell sein. 


Die Gleichung (26) für T fordert, damit sich das imaginäre fortheben kann, für 
O ip © —i 
— = ae dá — zao = woraus folet a =1 
G O; 


Ke C 19, 
und Gleichung (29) für T fordert: oa =e 


; : zva „Br 
ferner Gleichung (27) für T: =a 
4 


Re EN en C C 
und Gleichung (28) für T: 4 = —- 
OF C 
i i : 
also muss: e ? =e"d4ho=q sein. 
; > 0 
Da Gleichung (26) für U fordert: a Gi rein imaginár oder Null und eben- 
AV 41 
: C C' 
falls Gleichung (29) fiw U fordert: Gr — E rein imaginär oder Null, so können diese 
: : en C C' = 
Bedingungen nur erfüllt werden, wenn beide Differenzen = o also iG == o , wofür dann 


v 


“aj : 3 : C C 
Gleichungen (26) und (29) für T fordern: und = reell. 


A 
C’ 
Allen diesen Bedingungen wird geniigt, wenn 
2 +1) — zx + 1) z— i} — x — U 
O=e i O=e E GA Cı e 


: nts i 2x — 2z < 
Es wird dann auch für Gleichung (30) CC’ = e“, CiCh =e reell und für 
Ni: - 212 —2i2. “at 
Gleichung (31) CC: =e” ,C,C’=e imaginär. 
Aus der Summe der Gleichungen (26) und (29) für T heben sich die Glieder mit 
u, und in der Summe der Gleichungen (27) und (28) für U die Glieder mit t fort 
und man erhält: 


e2 + ct) _ a 2% + et) 


1 
2T =- _— > 57 - HM 
On D z > 9 f, E © a EZ Zen 
26 E 2 (x+ ct) E 2 (x + ct) + A (A + eu) Ta 2i (A — cu) 
2i (A + cu) — 2i (A + cu) 
T=] E == + iN 


X ZETA) | Bete), Aare), Aa) 


= iN gesetzt ist. 


woselbst 


Ca + O + Co 0% _ py (CO + Cs —C% 
2 m 2 


Da M und N nur eine Verschiebung des Koordinatensystemes in der TU Ebene 
bedeuten, kann man beide =o setzen; Ferner ist 


O; _ 9 > 
a 2i (a + cu) paa AHA) _ 24052 (2+ cu) 


2i (A + cu — 2i (2. + cu mg . 
e Ber) e (A+ ) = dis 2+ cn) 

x und 2 bedeuten nur eine Verschiebung des Koordinatensystemes in der tu Ebene 

und ¢ eine Veränderung des Abstandes der parallelen Linien von einander und da dies 

beliebig angenommen werden kann, kann man t für 2 (x + et) und u für 2 (2 + cu) setzen, 


s 1 - = 
so dass, wenn ferner ie K. gesetzt wird: 
C 


WE pi (32) 


- - sin u 
U=K an a (33) 
=e + cosu 
1 
und da p = F wal 
p = 1 2 F 
= (34) 


et +e t +2 cosu 


Die Gleichungen (30) und (31) für die Radien ergeben 


t t K 
TS EG also r= = -= 
= t —t 
1 2 e —e (35) 
Ko we a 
Bee ee II 3: el E 
oa 3K = g as e= en (36) 
BEN E 
Die Gleichungen (32) und (33) mit sin u resp. — cia multipliciert und abge- 
zogen ergeben 
i ee OE 
T sin u =U > sx (37) 
—t 
aus (32) folgt dk iL ale +HTesu=K* S - (38) 
t et onl 
A Pa PEA 2978 me 
und darau: P eosi AS 2 me g (39) 
= 
s e a = 
aus (33) folgt L cl = K sinu — U cos u (40) 
Gleichungen (39) und (37) quadriert und addiert geben 
t —t 2 2t —2t t —t13 t —t 
ro S rm © i > 72 toe a 
T= K? 3 = =) — 2K T E A- T +: =) “Is Pi, (‘ >) 
DNS t tive 
und = s = o — 1 ist 
2 
: hee 3 “me —e 6 y 
T= E (2 1° ) -e ar e 05°) 
A —on ja 
+1? +0? (ES ) 1 
Auf der rechten Seite bilden das 1te, 3te und 4te Glied das Quadrat von 
Br ER 
T — — K 5; es ist also 


ER et 
welche Gleichung durch 9 = ) dividiert giebt 
re. ota ep 
ER A | US ES + U? (41) 
ee) ee 


Gleichungen (40) und (37) quadriert und abgezogen geben 


U? = K? sin um —2 KU sin u cos u + U? cos “u — T? sin ?u 
U? = K? — K? cos °w — 2 KU sin u cos u + U? — U? sin *u — T? sin ?u 
K? = [U sin u + K cos u]? + T? sin *u 
und Ke 


= |U + K cotg u’ + T? (42) 


sin 7u 


Die linken Seiten der Gleichungen (41) und (42) sind die Quadrate der Radien, 
wie die Gleichungen (35) und (36) ergeben, und es ist 


t 7 | 

A a e Nit (43) 
e —a 

e? = [U + K cotg u]* + T? (44) 


die Gleichungen zweier Kreise, deren erster nur von t, der zweite nur von u abhängie 
ist. ‚Jeder Parallele zur u Axe. entspricht für ein bestimmtes t ein Kreis mit Radius r 
und den andern Parallelen je ein Kreis mit dem Radius o. Die Gleichung der u Axe ist 
t=o und für diesen Wert ist nach Gleichung (32) sowohl wie (37) m= o und r== o; 
der u Axe entspricht daher die U Axe und ebenso der t Axe die T Axe, da fir u = o nach 
Gleichung (37) U =o und ọ = œ wird. Die Centra der Kreise (43) liegen auf der T Axe 


: - e e ; ; ENA , > 
im Abstande = K an = vom Anfangspunkte und die der Kreise (44) auf der U Axe 
e —e 
im Abstande = — K cote u vom Anfangspunkte. 
re 
Da der Abstand der Kreise (43) K ————— immer grösser als der Radius r, 
e — e 
9 
. miš isa . 
welcher K - , ist, da e! + e für den kleinsten Wert von t=o doch = 2 


peat 


ist, so s diese Kreise die U Axe nicht, während der Abstand der Kreise (44) 


- COS U et sidi E e : 
: kleiner als der Radius o, der = K ——— ist; diese Kreise schneiden daher 
sin u sin u 


simmtlich die T Axe in zwei Punkten. Den kleinsten Abstand haben die Centra der 
Kreise (43) für t = + oo und dieses ist, da e — % ist, + K und für denselben ist, da 


e® =e ist, r=0; es werden also aus den Kreisen (43) 2 Punkte, welche den Namen 
1 (ee 2 . pa . . 
Grenzpunkte führen; Setzt man in Gleichung (44) U = ov, so erhält man die Durchschnitts- 
punkte dieser Kreise mit der T Axe durch die Gleichung 
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K? cos Zu 
2 . — -x 2 
oder == = K? = + T 

e sin ?u sin ?u 


A N marek 


unabhängig von u; alle Kreise des Systems (44) gehen durch die beiden Grenzpunkte. 
Es ist der Abstand der Centra des Systems (43) von einem Grenzpunkte 


t t —t 
re e > > 2e 
=| a = = K =K PER immer kleiner als der Radius (Ez —) 
e — eè e —e - et — e 


nämlich = Te also schneiden diese Kreise sämmtlich die T Axe zwischen den Grenz- 
punkten und dem Anfangspunkte, schneiden auch alle Kreise des andern Systems, da diese 
durch die Grenzpunkte gehen; sie schneiden dieselben aber auch rechtwinklig; denn wenn 
die Centrale von zwei Kr eisen dieser beiden Systeme =a ist, so ist, da sie die Hypotenuse 


t —t 
: ET. SS - - : : = , e e 
eines rechtwinkligen Dreieckes ist, dessen Katheten die beiden Abstände K - e 
é =e 
und K cotg u sind: 
2t —2t 
y ENG 2+e ^ -, COS ŽU 
GS ee egg OR 
Ba E sin *u 


addiert man + K? — K?, so wird 


er +2+ wi cos ?u 
=K (S =F -1ı)+R( +1) 
et _vie sin *u 
q 1 
Ne - == 
sin ĉu 


e* 


gleich der Summe der KMAN der beiden Radien; diese stehen also im Schnittpunkte 
der beiden Kreise auf einander senkrecht, und die Kreise schneiden sich rechtwinklig. 


Für die Kreise des Systems (44) erhält man den kleinsten Abstand für u = = 


wofür cotg u=o und der Abstand =o wird; der Kreis hat die Gleichung des Radiu 
e=K und heisse der Hanptkreis. 


Die Abstände der Parallelen beider Systeme in der tu Ebene müssen durch dieselbe 
Einheit gemessen werden und dieselbe wird, da u als die Variable von trigonometrischen 
Funktionen erscheint, ein Bogen des Kreises mit dem Radius =1 sein. Die Centra der 
Kreise des Systemes (43) liegen für positive Werte von t auf der positiven TAxe und 
für negative Werte auf der negativen T Axe und stellen alle Parellelen zur u Axe dar, 
da die Radien sowohl, wie die Abstände der Centra für alle Werte für t von o bis oo 
verschiedene Werte von oo bis o resp. oo bis K annehmen. Die absoluten Werte für tı 
und — t, sind gleich, also sind auch die beiden Kreise zu beiden Seiten der U Axe gleich 
und haben gleiche Abstände. Anders ist es mit den Kreisen des zweiten Systemes. Es 
entspreche der Kreis um © (Fig. 1) einem Werte u=x—a, so sind die Koordinaten 
T und U aus den Gleichungen (38) und (40) 


ai t u 
il ess -- cos (z — o] = K —= 2 
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t —t 
U [E + cos («—«)| = K sin («—a) 
e* Hs 

GE — für jeden Wert von t zwischen 4 oo und — œ positiv ist und cos (z —a), 
et + e 

die Werte + 1 bis — 1 annehmen kann, und der Wert — 1 durch den von See 
et A gaat 

dessen kleinster Werth fiir t = o immer noch = 1 ist, übertroffen wird, so wird —— 


+ cos (z — a) immer positiv sein und U immer positiv sein müssen, so lange sin (a — a) 
positiv ist, d. h. für alle Werte von u zwischen o und + x und negativ für alle Werte von 
o bis —x, so entsprechen den Parallelen für positives u nur die Kreisbogen auf der posi- 
tiven Seite der U Axe und umgekehrt. Für Werte von u > x, also z.B. für u =z -+8 
ist sin (a+ß) = sin — (t— 8) und ebenso cos; es würden also die Kreise für u > r 
mit denen für u zwischen o und — z zusammenfallen und es kann daher nur ein Streifen 
der tu Ebene zwischen u = + z und — x dargestellt werden, was jedoch von keinem Belang 
ist, da man die Längeneinheit beliebig gross nehmen kann. 


Was die Zeichnung des Netzes betrifft, so lassen sich am einfachsten die Kreise 
des 2ten Systems darstellen, da alle durch die beiden Grenzpunkte G und G, gehen; Der 
Abstand OG ist beliebig, je nachdem man die Grösse der Kante haben will. Man findet 
den Durchschnittspunkt eines Kreises für den Wert u=x-—a, wenn man in der Glei- 
chung (44) T = o setzt; es ist denn 


K = ~ Cos (z — a) 

sin (aa) UTS g (x — a) 
K(1—cos (z—a = 
ee N EN ge = 


sin (1 — a) 2 


n—a 


Es ist also Z OGA = 3 und OCG = (2—a) als Centriwinkel auf dem Bogen AG, 


der gleich AG, , für welchen OGA ein Peripheriewinkel ist. Man findet daher das Centrum 
des Kreises, wenn man an OG in G den Complementswinkel von u=a—a anträgt. Der 


untere Bogen des Kreises um © entspricht dem Werte u == —a, für welchen Wert 
K > COS a 
—— = U — K —— 
sin « sin a 
= 1:— COS a a 
U = — K ——— = — K tang > 
sin a 2 


n— 


und es ist < OGB = > wenn OGA = “ ist, man hat also nur nótig, die Centra 


für positives u zu bestimmen und {die vollen Kreise zu zeichnen, um auch die für nega- 
tives u zu erhalten. 


Aus dem ersten Kreissysteme sei der Kreis um C derjenige, welcher einem Werte 


t=a entspricht (Fig. IL). Dieser Kreis schneidet den Hauptkreis (u = a) in den 


Punkten A und B rechtwinklig, OA ist eine Tangente an diesen Kreis, Winkel AOC = o 

wird sich durch a ausdrücken lassen und man findet die Sehne AB, welche die Polare 

zu C ist, und F als Durchschnittspunkt der AB mit OC. Verbinde C mit H, so wird 

dieselbe von der Polare und dem Kreise in M und L harmonisch geschnitten und da 
5 
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Winkel MFC ein rechter ist, wird / HFM = MEL sein, HFM ist = KFB, also 
KFB = MFL und KFL eine gerade Linie; man findet also L als Schnittpunkt der 
Linie KF mit dem Kreise und C als Schnittpunkt der KL mit der T Axe. 


Sao oes > 
OC der Abstand des Centrum von O war K ————— , OA = K, also 


CA A anA 


DU SS a 


1 108 a 2 
LE — und (cotg 2) seže 
1 — cos p ee 2 


, Woraus sich ergiebt 


Gotg $ = 6* 


log cotg E = a log e 


wo für « der Reihe nach die Werte für t einzusetzen sind. 


einheit = ua so ist der erste Wert tí = E = 0,0872664 
36 36 


Es sei z. B. die Lingen- 


log e = 0,4342944 


log cote = = 56 log e = 0,0378993 
S = 42° 30! = for 


Die Zeichnung dieser Kreise lisst sich noch vereinfachen. 


Man erhält die beiden Durchschnittspunkte des Kreises um C mit der T Axe für 
U =0, d. h. fir u=0 und u=x, so sind die Abscissen für diese Punkte Gleichung (38) 


a Qe a — a , 0% — 
m = + 1) ag IR (tl. 


a a => 0 
y et —e 
2 : Zu E +1) a a = Pe 
T, fir D T fir E 
> a a a a 
mr(e? +e 2) sl EA 2) (e? —e z] 
2 2 
a a a a 
9 “Bo o TY 
82 —eo Y -62 2 
ES - MENS a 
a a a a 
e? +e 2 e2—e ? 


Für den Durchschnittspunkt F ist 


72 O ri 


00 "= 
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Aus der Vergleichung von Ts mit T, ersieht man, dass F der Durchschnittspunkt 
eines Kreises für t = 2a sein wird und dass dessen zweiter Durchschnittspunkt die Gleichung 


a 1.36 
sq a i 
e*—e@ * 
dieselbe Gleichung wie OC haben wird. 


Konstruiert man also zuerst den Kreis für t = 2u, welcher durch F und C geht, 
zieht die Tangente TA an denselben, so ist C das Centrum und CA der Radius des 
Kreises für t= a; zieht man an diesen die Tangente DN, so ist E das Centrum und EN 


. o. k a 
der Radius des Kreises für t=- u. s. W. 


1 
Was nun noch den Kartenmodul p= | =F anbetrifft, so ist 
e +e + cos u 
dp sin u e : dp 
+ = m a = für u=o wird Ir = 
(e +e + cos u) 
t — 
dp _ Seer ey dp _ 


== — für t=o wird 
dt (et tet + cos u)“ dt 


. Die Karte wird also die beste Abbildung geben am Durchschnittspunkte der beiden 
Koordinatenaxen, und da das Koordinatensystem in der tu Ebene beliebig gelegt werden 
konnte, kann man für einen beliebigen Ort die grösste Genauigkeit erzielen. 


Die Kurven der Bildebene sollen aus einem System grader Linien und einem 
Systeme von Kreisen bestehen. 


Da die graden Linien, welche.einen Kreis rechtwinklig schneiden, durch das Cen- 
trum desselben gehen, so müssen sämtliche gerade Linien sich in einem Punkte schneiden 
und dieser Punkt muss das Centrum aller Kreise sein; Von den beiden Kreissystemen der 
vorigen Aufgabe gehen aber nur die des Systemes mit dem Radius o durch denselben 
Punkt, man kann also erraten, dass diese es sein werden, welche in die graden Linien 
übergehen. 


Die Gleichungen (30) und (31) lauten 


1 9 = 
= IE: [oc e 2ct __ Ach e 2ct] 
a 2ci [oc ¿2ciu (CU p —2ciu 
oku [cc e? —(10'e * | 
. ae Ir 1 : 1 
und es müssen die Konstanten so bestimmt werden, dass — = o wird, ohne dass 0 
z 


X S ; G f : 
wird; Dieses wird dadurch erreicht, dass entweder © und C'=0, oder ©, und Ci = 0 
wird. Es sei C; = o und Ci =0, so wird aus der Gleichung vor (30) 


€ (tu) = CC’ e?% und 
dF (tu) _ 
dt (t=t,) 
die Gleichungen (20) und (21) ergeben 


uk , d¥ (tu) _ 1 
ro j du(u=w) vo 
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d (t + in) e— 2¢ (t + iu) 
C2 


ode d(t-+ iu) _ 
fob) =f eta Á 
1 e— 2¢ (t+ iu) 


E ae ORE a 
= d(t—iu) _ gpd(t—ime 2c (t — iu) 
oem =) aan (t — iu) pi (2 => 
— 2c (t — iu) 
1 y 
AGA z -} C's 


Die Addition dieser beiden Gleichungen und dann die Subtraktion giebt: 


— 2ct [or e 2ciu __ qe ac] 
9 = si : 2 : 1 u 
Ar 200002 + 0009 
ores a 2ct [or a 2ciu __ c e 2ciu] e 
ES OF Pio 
Damit T reell wird, muss C’ = ae 19 und C=ae!? oder analog der früheren 
Bestimmung: 0'=e* "7 iA C=e*t% sein und es ist dann 
2 (x — ct) 2 eos 2 (2 su 
oT = — ? e ba Ae Os 
2c e** 
—2 (x'-+ ct) 9 cag d : 
aa. = cos 2 (A + cu) 2 Gy anes 
¿2 (2 + et) 
¿ e 2i sin 2 (A + cu A x 
2U = + > O 0; 
Wir ieder, wie vorher t für = Ca+C2_ y 
ird nun wieder, wie vorher t für 2 (x + ct) und u für 2( + cu), 3 =M 
und = = iN beide = 0 gesetzt, so ist, wenn 2 A 
T = — 2Ke—! cos u 
t (45) 
U= 2K “snu ( 


r = — 2Ke—* (46) 
Y (tu) = et und p =e? (47) 


aus Gleichungen (45) folgt 
T? + U? = 4K2e— 2 (48) 


T sin u + Ucosu=o (49) 


ll 
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e, 
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/ 
"A 
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/ 
| 


[ide 


3 Ad 
7 | y 
EN N 


Ho I 
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Bes 


und 


T sin u + U cos u = 0 (49) 
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(48) Gleichung concentrischer Kreise um den Anfangspunkt des Koordinatensystems be- 
schrieben; (49) Gleichung grader Linien, welche durch den Anfangspunkt gehen. 

Für t=o ist T? + U2=4K? d. h. der uAxe entspricht ein Kreis mit dem 
Radius 2K; fir t=-+o ist T?4-U2=0, T=0 ud U =0 und fir t=-—oo ist 
T? + U2 œ, ein Kreis mit unendlich grossem Radius. Der Kreis mit dem Radius 2K 
ist der Hauptkreis, innerhalb dessen alles liegt, was dem Teile auf der positiven Seite der 
t Axe entspricht und ausserhalb dessen das liegt, was dem Teile der tuEbene auf der 
negativen Seite der t Axe entspricht. 

Für u=o ist U=o und T negativ; Die graden Linien fangen mit der negativen 
TAxe an und schliessen mit derselben die Winkel u ein und zwar, da für Werte von u 
zwischen o und a U positiv wird, entsprechen die Linien auf der positiven Seite der U Axe 
denen auf der positiven Seite der U Axe. 

Es sei (Fig. III.) der Kreis mit OA der Hauptkreis für t=o, also OA = OB 


=2K; OC der Radius des Kreises für t= a, OD der Radius des Kreises für t = — a, 
so ist nach Gleichung (46) 
00=2Ke* OD = 2K e“ 
und es ist, wenn A OBC = o und ODA = g, 
OB 2K 
—— — e“ = colg p 


OC Oem + 
OD 2K e“ a 


=e = otg g 


DATE. 


Es ist also AD parallel CB und man hat nur für positive Werte von t den 
Winkel e zu berechnen aus der Gleichung 


a log e = log cotg 9, 


wobei zu bemerken ist, dass hier der Winkel p halb so gross ist, als der für Figur II. zu 
berechnende. 


2 ist für jeden Wert yon u = o 
dp =i t ist = 0 für t= oo 
dt 


